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SUR L’E´QUATION X2 − ε2εp1p2ε2p1p2 = 0.
ABDELMALEK AZIZI, ABDELKADER ZEKHNINI, AND MOHAMMED TAOUS
Abstract. Let p1 ≡ p2 ≡ 5 (mod 8) be prime numbers such that
(
p1
p2
)
= −1.
Let L = Q(
√
2,
√
p1p2) Our goal is to resolve the equation X
2−ε2εp1p2ε2p1p2 =
0 in L, where εj are fundamental units of real quadratic subfields of Q(
√
2,
√
p1p2).
Re´sume´. Soient p1 et p2 deux nombres premiers tels que p1 ≡ p2 ≡ 5 (mod 8)
et
(
p1
p2
)
= −1 ; posons L = Q(
√
2,
√
p1p2). Dans ce papier notre but est de
caracte´riser, par les symboles biquadratiques, l’existence de solutions de l’e´qua-
tion X2−ε2εp1p2ε2p1p2 = 0 dans L, ou` les εj sont les unite´s fondamentales des
sous-corps quadratiques re´els de L.
1. Introduction
Soient d1, d2 deux entiers naturels diffe´rents et sans facteurs carre´s, K =
Q(
√
d1,
√
d2), ε1 (resp. ε2, ε3) l’unite´ fondamentale de k1 = Q(
√
d1) (resp. k2 =
Q(
√
d2), k3 = Q(
√
d1d2)). On suppose que ε1, ε2 et ε3 sont de norme -1. Nom-
breux sont les mathe´maticiens qui ont travaille´ sur les unite´s du corps K et ont
donne´ le syste`me fondamental d’unite´s (SFU) de K en fonction des trois unite´s
ε1, ε2 et ε3, mais le proble`me e´tait de connaˆıtre quand est ce que le produit ε1ε2ε3
est un carre´ dans K. En posant
α1 = ε1ε2ε3 + ε1 + ε2 − ε3
α2 = ε1ε2ε3 + ε1 − ε2 + ε3
α3 = ε1ε2ε3 − ε1 + ε2 + ε3
α4 = ε1ε2ε3 − ε1 − ε2 − ε3
cj = traceK/Q(αj), ou` j ∈ J = {1, 2, 3, 4}.
T. Kubota dans [Kub-56] a prouve´ que cj =
α2
j
ε1ε2ε3
pour tout j ∈ J , donc ε1ε2ε3
est un carre´ dans K si et seulement s’il existe un j ∈ J tel que cj est un carre´
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dans K. Sur ce re´sultat est base´ A. Azizi dans [Az-05] pour conclure que ε1ε2ε3
est un carre´ dans K ssi il existe (i, j) ∈ {0, 1}2 tel que di1dj2traceK/Q(α1) est un
carre´ dans N ; on trouve la meˆme chose chez M. Hirabayashi et K. Yoshino dans
[H-Y-96] qui ont conclu que ε1ε2ε3 est un carre´ dans K ssi traceK/Q(α3) est un
carre´ dans K ; de meˆme H. Wada a utilise´ dans [Wa-66] les traceK/Q(αj) pour
trouver dans quel cas ε1ε2ε3 est un carre´ dans K. Dans ce papier on re´pond a`
cette question on se basant sur les symboles rationales biquadratiques dans le cas
d1 = 2 et d2 = p1p2, ou` p1 et p2 sont des nombres premiers.
Soient p1 et p2 deux numbers premiers tels que p1 ≡ p2 ≡ 5 (mod 8),
(
p1
p2
)
=
−1. Posons L = Q(√2,√p1p2), ε2 ( resp. εp1p2 , ε2p1p2 ) l’unite´ fondamentale de
k1 = Q(
√
2) (resp. k2 = Q(
√
p1p2), k3 = Q(
√
2p1p2)), alors N(ε2) = N(εp1p2) =
N(ε2p1p2) = −1 (voir Lemme 2), donc d’apre`s S. Kuroda [Kur-43] un SFU de
L = Q(
√
2,
√
p1p2) est {ε2, εp1p2 ,√ε2εp1p2ε2p1p2} ou bien {ε2, εp1p2 , ε2p1p2} suivant
que l’e´quation X2 − ε2εp1p2ε2p1p2 = 0 admet ou non une solution dans L, dans le
the´ore`me 1, on a utilise´ les symboles biquadratiques pour de´terminer dans quel
cas l’unite´ ε2εp1p2ε2p1p2 est un carre´ dans L et nous avons donne´ une relation entre
cette re´ponse et le 2-nombre de classes de Q(
√−p1p2).
2. Le re´sultat.
On commence par donner quelques re´sultats qui nous serons utiles par la suite.
Soient a un entier naturel sans facteurs carre´s et Q l’indice d’unite´s du corps
Q(
√
a, i), alors on a :
Lemme 1. Si l’une des conditions suivantes est ve´rifie´e, alors Q = 1.
(1) a est congru a` 1 modulo 4.
(2) Il existe un entier impair a′ qui divise a tel que a′ ≡ 5 (mod 8).
Preuve. Voir corollaire 3.2 de [A-T-08].
Lemme 2. Si d = 2p1p2 avec p1 et p2 sont deux nombres premiers tels que
p1 ≡ p2 ≡ 1 (mod 4) et au moins deux des e´le´ments {(p1p2 ), ( 2p1 ), ( 2p2 )} valent -1,
alors la norme de l’unite´ fondamentale de Q(
√
2p1p2) est e´gale a` -1.
Preuve. Voir corollaire 3.6. de [A-T-08].
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Proposition 1. Soient p1 et p2 deux nombres premiers tels que p1 ≡ p2 ≡ 1
(mod 4) et
(
2
p1
)
=
(
2
p2
)
=
(
p1
p2
)
, posons p1 = pi1pi2 = (a1+2ib1)(a1 − 2ib1) et
p2 = pi3pi4 = (a2 + 2ib2)(a2 − 2ib2). Alors on a :(p1p2
2
)
4
(
2p1
p2
)
4
(
2p2
p1
)
4
=
(
pi3
pi1
)(
2
a1 + 2b1
)(
2
a2 + 2b2
)
.
Preuve. Posons p1 = pi1pi2 = (a1+2ib1)(a1−2ib1) et p2 = pi3pi4 = (a2+2ib2)(a2−
2ib2), alors par la loi de re´ciprocite´ biquadratique on a :(
2p1
p2
)
4
(
2p2
p1
)
4
=
(
2p1
pi3
)
4
(
2p2
pi1
)
4
=
(
2
pi1pi3
)
4
(
p1
pi3
)
4
(
p2
pi1
)
4
=
(
2
pi1pi3
)
4
(
pi3
pi1
)
.
Puisque 2 = i3(1 + i)2, alors(
2
pi1
)
4
(
2
pi3
)
4
=
(
i3(1 + i)2
pi1
)
4
(
i3(1 + i)2
pi3
)
4
=
(
i
pi1
)
4
(
1 + i
pi1
)(
i
pi3
)
4
(
1 + i
pi3
)
= i
p1+p2−2
4
(
1 + i
pi1
)(
1 + i
pi3
)
= i
p1+p2−2
4
(
2
a1 + 2b1
)(
2
a2 + 2b2
)
D’autre part comme p1−1
8
+ p2−1
8
≡ p1p2−1
8
(mod 2), alors on a :(p1p2
2
)
4
= (−1) p1p2−18 = (−1) p1+p2−28 = i p1+p2−24
d’ou` (
2
pi1
)
4
(
2
pi3
)
4
=
(p1p2
2
)
4
(
2
a1 + 2b1
)(
2
a2 + 2b2
)
.
Et le re´sultat en de´coule. 
The´ore`me 1. Soient p1 et p2 deux nombres premiers tels que p1 ≡ p2 ≡ 5
(mod 8) et
(
p1
p2
)
= −1, posons L = Q(√2,√p1p2). Alors les assertions suivantes
sont e´quivalentes :
(1) ε2εp1p2ε2p1p2 est un carre´ dans L.
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(2)
(p1p2
2
)
4
(
2p1
p2
)
4
(
2p2
p1
)
4
= −1.
(3) L’indice d’unite´s du corps L est e´gal a` q(L/Q) = 2.
(4) C2(Q(
√−p1p2)), le 2-groupe de classes de Q(
√−p1p2), est de type (2, 4).
(5) Le 2-nombre de classes de Q(
√−p1p2) est e´gal a` h2(−p1p2) = 8.
(6) Le nombre de classes de Q(
√
2p1p2) capitulant dans Q(
√
2,
√
p1p2) est 2.
Preuve. Comme p1p2 ≡ 1 (mod 8), alors il existe un entier pair x et un entier
impair y tels que εp1p2 = x + y
√
p1p2, donc x
2 + 1 = y2p1p2, par suite d’apre`s
[Kw-80] : {
x∓ i = iy21pi1pi3
x± i = −iy22pi2pi4
(11) ou
{
x∓ i = iy21pi1pi4
x± i = −iy22pi2pi3
(12) (1)
d’ou`
√
εp1p2 = z1
√
pi1pi3 + z2
√
pi2pi4 (21)
ou
√
εp1p2 = z1
√
pi1pi4 + z2
√
pi2pi3 (22)

 (2)
Avec z2 est le conjugue´ de z1 dans
1
2
Z[i].
De meˆme il existe a et b dans N tels que ε2p1p2 = a+ b
√
2p1p2, donc{
a∓ i = (1 + i)b21pi1pi3
x± i = (1− i)b22pi2pi4
(31) ou
{
x∓ i = (1 + i)b21pi1pi4
x± i = (1− i)b22pi2pi3
(32) ou{
a∓ i = i(1 + i)b21pi1pi3
x± i = −i(1− i)b22pi2pi4
(33) ou
{
x∓ i = i(1 + i)b21pi1pi4
x± i = −i(1− i)b22pi2pi3
(34)


(3)
par suite √
2ε2p1p2 = u1
√
(1 + i)pi1pi3 + u2
√
(1− i)pi2pi4 (41) ou√
2ε2p1p2 = u1
√
(1 + i)pi1pi4 + u2
√
(1− i)pi2pi3 (42) ou√
ε2p1p2 = u1
√
(1 + i)pi1pi3 + u2
√
(1− i)pi2pi4 (43) ou√
ε2p1p2 = u1
√
(1 + i)pi1pi4 + u2
√
(1− i)pi2pi3 (44)


(4)
ou` u2 et u1 sont conjugue´s dans Z[i] ou
1
2
Z[i]. Enfin on a :
√
2ε2 =
√
1 + i+
√
1− i. (5)
En multipliant les e´galite´s (21), (41) et (5) ; (21), (43) et (5) ; (22), (42) et (5) ;
(22), (44) et (5) on trouve que ε2εp1p2ε2p1p2 est un carre´ dans L. Donc ε2εp1p2ε2p1p2
est un carre´ dans L si et seulement si x et a prennent l’une des formes suivantes :
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(11) et (31) ou (11) et (33) ou (12) et (32) ou (12) et (34).
On applique le symbole des restes quadratiques a` ces quatre formes on trouve
que : (
pi3
pi1
)(
2
a1 + 2b1
)(
2
a2 + 2b2
)
=
(
pi3
pi1
)(
1 + i
pi1
)(
1 + i
pi3
)
= −1.
Et la proposition 1 nous donne(p1p2
2
)
4
(
2p1
p2
)
4
(
2p2
p1
)
4
= −1
Par contre les autres formes nous donnent que :(p1p2
2
)
4
(
2p1
p2
)
4
(
2p2
p1
)
4
=
(
pi3
pi1
)(
1 + i
pi1
)(
1 + i
pi3
)
= 1.
Ceci e´tablit l’e´quivalence entre les assertions (1) et (2).
L’e´quivalence entre (1) et (3) est une re´sultat bien connue.
Pour les e´quivalences (2)⇔ (4) et (2)⇔ (5) voir [Ka-76].
Pour l’e´quivalence entre (1) et (6) voir [B.S.C-94]. 
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